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Strekli-zaman ve ayrik-zaman isaretler

Isaretler bir olaym davranisi veya dogas1 hakkinda bilgi icermektedir.

[saretleri cesitli sekillerde ifade etmek miimkiindiir. Isaretler, matematiksel olarak
bir veya daha fazla bagimsiz degiskenin fonksiyonu bi¢ciminde temsil edilir.

Ornegin, ses isareti zamanin fonksiyonu olarak akustik basingla belirtilir. Benzer
sekilde, bir goriinti iki konum degiskeninin fonksiyonu olarak parlaklikla
tanimlanir.

Bu derste, aksi belirtilmedigi siirece bir bagimsiz degiskenli isaretleri inceleyecek
ve bagimsiz degiskene ZAMAN diyecegiz. Ancak, tiim fiziksel olaylarda
bagimsiz degiskenin zaman olmadig1 hatirda tutulmalidir. Ornegin, meteorolojik
arastirmalarda ylikseklige bagli olarak hava basinci, sicaklik ve riizgar hizinin
degisimi hakkinda bilgi 6nemlidir. Bu durumda bagimsiz degisken ytksekliktir.
Incelenen isaretler ise hava basinci, sicaklik ve riizgar hizidur.



Strekli-zaman ve ayrik-zaman isaretler

200 msec

Bir ses kaydi. Isaret, “should we
chase” Kkelimlerini, zamana bagh
olarak akustik basing degisimleri
seklinde temsil etmektedir. Ust satir
“should”, ikinci satir “we” ve son iki
satir “chase” kelimlerine karsilik
gelmektedir.



Strekli-zaman ve ayrik-zaman isaretler

* Bu derste, siirekli-zaman ve ayrik-zaman seklinde smiflandirilan temel iki tiir
isareti inceleyecegiz. Siirekli-zaman isaret durumunda, bagimsiz degisken
stureklidir ve dolayisiyla 1saret bagimsiz degiskenin tiim degerleri i¢in tanimlidir.
Diger yandan, ayrik-zaman isartler sadece belirli zamanlarda tanimhidir ve
bagimsiz degisken ayrik degerler alir.

« Zamanin fonksiyonu olarak ses isareti ve yiiksekligin fonksiyonu olarak
atmosferik basing siirekli-zaman isaretlere &rnektir. Istanbul Menkul Kiymetler
Borsas1 (IMKB) haftalik endeksi ve diinyadaki iilkelere gére toplam niifiis ayrik-
zaman isaretlere ornektir.

 Siirekli-zaman ve ayrik-zaman isaretlerini birbiriyle karistirmamak amaciyla,
stirekli ve ayrik durumlarda bagimsiz degisken i¢in sirasiyla t ve n; isaretler igin
de x(t) ve x[n] notasyonlarin1 kullanacagiz.



Strekli-zaman ve ayrik-zaman isaretler
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Strekli-zaman ve ayrik-zaman isaretler

o Isaretler cesitli fiziksel olaylar1 temsil edebilir. Cogu uygulamada, ilgilenilen
isaret bir fiziksel sistemdeki giic ve enerjiyi belirten fiziksel biiyiikliiklerle
dogrudan iligkilidir.

* Bir stirekli-zaman isareti x(t)’de t; <t <t, araliginda ve Dbir ayrik-zaman isareti
X[n]’de n; < n < n, arahgindaki TOPLAM ENERIJI, [X| saymin genligini

gostermek lizere , n, ,
[Ix@Pdt,  Ixn]
' n=n

iliskilerinden hesaplanir. ORTALAMA GUC, sonuglar ilgili araliklarm boyuna
boliintir (stirekli durumda t, - t;; ayrik durumda n, - n; + 1) elde edilir.

* Yukarida verilen iliskileri sonsuz aralik durumuna genellestirmek miimkiindiir.
Araligin sonsuza gitmesi limit durumunda ilgili tanimlar elde edilir:

N
. ) 2 . 2
E_ = Ilim x(t) [© dt E = Iim X[n
o= lim [L1x(0) .= lim z_| [n]]
. 1 2
P =Ilim — x(t) ¢ dt I|m



Strekli-zaman ve ayrik-zaman isaretler

Enerji ve gii¢ icerigine gore isaretler li¢ sinifa ayrilabilir.

Sonlu enerjiye sahip (E_ < o) isaretlere ENERJI ISARETI denir. Enerji
isaretlerinin giicl sifir olmalidir. Bir 6rnek vermek gerekirse, [0,1] araliginda 1,
diger zamanlarda sifira esit olan bir siirekli-zaman isaretinin enerji isareti
oldugunu gostermek zor degildir.

Sonlu giice sahip isaretlere (P, < ) GUC ISARETI denir. Giic isaretlerinin
enerjisi sonsuz olmalidir. Degeri 4 olan sabit bir ayrik-zaman isareti (tim n
degerleri i¢in X[n] =4) gii¢ isaretidir.

Diger bir grup isaretler i¢in ne enerji ne de gii¢ sonlu bir degere sahiptir. x(t) =t
seklinde bir isaret bu gruba girmektedir.



Bagimsiz degiskenin dontsiimii

[saret ve sistem analizindeki énemli bir kavram bir isaretin doniistiiriilmesidir.

Ornegin, bir ucak kontrol sisteminde pilotun eylemlerine karsilik isaretler
elektriksel ve mekanik sistemler aracilifiyla ug¢agin hiz veya konumundaki
degisikliklere doniistiirtiliir.

Diger bir 6rnek olarak, bir ses siteminde kaset veya CD’ye kaydedilmis miizigi
temsil eden bir giris isarcti istenilen karakteristikleri iyilestirme, kaydetme
giiriiltiistinti gidermek amaciyla degistirilebilir.

Asagida, bagimsiz degiskene yapilan basit degisikliklerden olusan doniisiimleri
ele alacagiz.

Bu basit doniisiimler, isaretler ve sistemlerin temel o6zelliklerini tanimlamamiza
imkan verecektir.



Bagimsiz degiskenin dontsiimii

 Bagimsiz degiskene yapilabilecek doniisimlerden birisine  ZAMANDA
OTELEME denir ve siirekli durum igin x(t-t,) seklinde ifade edilir (ayrik-durumda

ifade x[n-ny]’dir). Orijinal ve Gtelenmis isaretlerin sekli aynidir ancak isaretler
birbirlerine gore kaymustir.

W e POUR

x[n—ng]
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Oteleme ile radar, sonar ve sismik isaret isleme uygulamalarinda karsilasilir. Bu
uygulamalarda, farkli konumlardaki alicilar bir ortamdan iletilen bir isareti algilar.
[saretin alicilara ulasma siireleri arasindaki farktan otiirii alicilardaki isaretler
birbirine gore dtelenmis olmaktadir.



Bagimsiz degiskenin dontsiimii

e Bagimsiz degiskene yapilabilecek ikinci bir doéniisime ZAMANI TERSINE
CEVIRME denir ve siirekli durumda matematiksel olarak x(-t) seklinde ifade

edilir. Orijinal isaretin dikey eksen (t = Q) etrafinda dondiiriilmesiyle zaman
tersine ¢evrilmis isaret elde edilir.

wdl N

(@) : \./ :

x[—n]
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Bagimsiz degiskenin dontsiimii

« Bagimsiz degiskene yapilabilecek iiciincii doniisime OLCEKLEME denir ve
stirekli durumda x(at) bi¢iminde temsil edilir. a’ya olgekleme katsayisi denir.
o’nin 1’den biiyiik olmas1 durumunda orijinal isaretin seklini bozmadan isareti o

kadar daraltarak 6¢ceklenmis isareti elde ederiz. Aksi durumda, orijinal isaret o’nin
tersi kadar genisletilir.

x(t)

x(2t)
x(t/2)

o

t




Bagimsiz degiskenin dontsiimii

« Simdi orijinal isarete bu ti¢ temel doniisiimiin birlikte uygulanmasini ele alacagiz.
Genel doniisiim x(at+p) seklinde ifade edilebilir. Orijinal isaretten doniistiiriilmiis
isareti bulmak icin , isaret ilk 6nce  kadar 6telenir, daha sonra otelenmis isaret o,
ile Ol¢eklenir. o’nin negatif olmasi durumunda ayrica zaman tersine cevrilir.
Asagida, bir siirekli-zaman isareti x(t) i¢in, X(t+1), x(-t+1), x(3/2t) ve x(3/2t+1)
isaretleri ¢izilmistir.

1| x(=t+1)

L
0 2/3 4/3
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1] xGt1)

-2/3 0 2/3



Bagimsiz degiskenin dontsiimii

TANIM: Bir siirekli-zaman isareti t’nin degerinden bagimsiz olarak x(t) = x(t+T)
esitligini pozitif bir T degeri igin saghyorsa T periyodu ile periyodiktir. Esitligin
gecerli oldugu en kiigiik T degerine temel periyod (T,) denir. Periyodik olmayan
isaretlere aperiyodik denir.

TANIM: Bir ayrik-zaman isareti Nn’nin degerinden bagimsiz olarak x[n] = x[n+N]
esitligini pozitif bir tamsay1 N degeri icin sagliyorsa N periyodu ile periyodiktir.
Esitligin gecerli oldugu en kiiciik N degerine temel periyod (N,) denir.

x[n]

RV A\ A% B ,1”1111”1lw n

T,=T N, = 3.




Bagimsiz degiskenin dontsiimii

TANIM: Bir isaret zaman tersine cevrilmis haline esitse (X(t) = x(-t)) CIFT; zaman
tersine ¢evrilmis halinin negatifine esitse (x(t) = - X(-t)) TEK isarettir.

X(t) X(t)

2N t

0 t
(@) (b)
cift isaret tek isaret

TANIM: Bir isaret ile zaman tersine c¢evrilmis halinin toplamimnin yarisina isaretin
CIFT PARCASI denir. Bener sekilde, isaret ile zaman tersine cevrilmis halinin
farkinin yarisina isaretin TEK PARCASI denir.

BV AD 32 KO+ X0

0d #t) 3 KO- x(-0).



Bagimsiz degiskenin dontsiimii

Bir ayrik-zaman isareti ile isaretin ¢ift ve tek parcalar1 asagida verilmistir.

1
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Siirekli-zaman tistel ve sintlizoidal isaretler

« Siirekli-zaman karmasik tiistel isaretin genel ifadesi, C ve a karmasik sayilar olmak
tizere x(t) = Ce?dir. Bu iki parametrenin degerine bagl olarak karmasik {istel
isaret farkli davranis gosterir.

» Asagida gosterildigi gibi C ve a gergel ise, iki durum vardir. a pozitif ise x(t) artar,
aksi halde azalir. Ayrica, a = 0 oldugunda, x(t) sabit olmaktadir.

X(¥) )

C c
—___—__/ \
t t

(a) (b)

(@)a>0,(b)a<0.



Siirekli-zaman tistel ve sintlizoidal isaretler

» a gergel kismu sifir olan karmagik bir say1 (a = jw,t), yani x(t) = el olsun. Bu
durumda x(t) periyodiktir.

 Periyodiklik tanimindan, X(t)’nin periyodik olmasi i¢in gl (1) _ gladt esitligini

saglayan pozitif bir T degeri bulunabilmelidir. Ustel sayilarin 6zelliginden

eja)o(t—i-T) _ eja)oteja)oT

oldugundan, periyodiklik i¢in e!®" =1 olmalidur.

* T’nin alacagi deger w,’a baghdir. w, = 0 ise, X(t) =1 olup T’nin herhangi bir degeri
icin periyodiktir. w, # 0 ise, en kiiciik pozitif T degeri (temel periyod) i¢in
27

Tp =
|a)o|

bulunur. O halde, gl®t ye 71! isaretleri ayni temel periyoda sahiptir.



Siirekli-zaman tistel ve sintlizoidal isaretler

« Periyodik karmasik tistel isaretle yakindan iligkili bir isaret x(t) = Acos(agt + @)
seklinde tanimlanan siniizoidal isarettir.

* U’nin birimi saniye ise, ¢ ve oy in birimleri radyan ve saniye basma radyandir.
©, = 2nf, yazilirsa f;’1n birimi, saniye basina degisim sayis1 veya hertz (Hz) dir.

2
« Siniizoidal isaret periyodik olup temel periyodu To == seklindedir.

|a)o|

X(t) = A cos (wgt + &)

N Am:/Tf?\
W 25




Siirekli-zaman tistel ve sintlizoidal isaretler

 Euler iliskisi kullanilarak, karmasik iistel ve siniizoidal isaretler birbiri cinsinden
yazilabilir. {liskiler asagida verilmistir:

eJ® = cos(wgt) + jsin(wgt)

A ;i A
ACOS(wot+¢):EeJ¢erot+Ee J¢e Jot

» Esdeger olarak, siniizoidal isaretler, karmasik {istel isarctin gercel ve sanal kismi
seklinde ifade edilebilir: _
Acos(agt + #) = ARefe!(»}

Asin(agt + ) = Alm{e ) (>}

« Ustel isaretler atomik patlamalardaki zincir reaksiyonlari, karmasik kimyasal
islemleri, radyoaktif bozunumu, RC devrelerinin ve soniimlii mekanik sistemlerin
yanitint modellemede kullanilir. Benzer sekilde, siniizoidal isaretler enerjinin
korundugu fiziksel sistemlerde karsimiza ¢ikar. Ornegin, bir LC devresinin dogal
yanit1 Ve bir miizik tonuna karsilik gelen akustik basing degisimleri siniizoidaldir.



Siirekli-zaman tistel ve sintlizoidal isaretler

* Bir siirekli-zaman sintizoidal veya periyodik karmasik iistel isaretin temel
periyodu T,, TEMEL FREKANS olarak adlandirilan |o| ile ters orantilidur.

(b)
X3(t) = cos wat
\/ \/ ik

(C]

* oy = 0 Ise, x(t) sabit olup herhangi bir positif T i¢in periyodiktir. O halde, sabit
bir isaretin temel periyodu tanimsizdir. Ancak, sabit bir isaretin temel periyodunu
sifir kabul edebiliriz (sabit bir isaretin degisim hizi sifirdir).



Siirekli-zaman tistel ve sintlizoidal isaretler
Periyodik karmasik iistel ve siniizoidal isaretlerin gii¢ isareti oldugu gosterilebilir.

Periyodik karmasik iistel isarctlerden ¢ogu diger isaret iiretilebilir. Ortak bir
periyod ile periyodik olan periyodik iistel isaretler kiimesine HARMONIK
[LISKILI KARMASIK USTEL KUMESI denir.

el isaretinin T, ile periyodik olabilmesi i¢in ©T, = 27k, k =0, 1,2,... olmalidir.
©, = 2n / T, olarak tanimlanirsa, ®T, = 2nk kosulunun saglanmasi i¢in ®, ®,’1n
kat1 olmalidir. O halde, harmonik iliskili bir karmasik iistel kiimesi, pozitif bir o,
frekansinin katlarina esit temel frekansa sahip periyodik iistel isaretler kiimesidir:

g () =e*t  k=0,+1+2,..

k = 0 i¢in ¢,(t) sabittir, herhangi bir diger k degeri icin ¢,(t), [K|lo, temel
frekansiyla veya
2 Ty

K|og |K|

temel periyodu ile periyodiktir. ¢,(t)’ye k. HARMONIK denir.



Siirekli-zaman tistel ve sintlizoidal isaretler

Siirekli-zaman karmasik iistel isaretin genel ifadesi, C ve a karmasik sayilar olmak
lizere Ce? ile verildigini hatirlaymiz. C, kutupsal koordinatlarda C = |C|e), a ise
kartezyen koordinatlarda a = r + jo, seklinde ifade edilsin.

C ve a yerine konulup Euler iliskisi konulursa karmasik tistel isaret

Ce® < C|e" cos(wgt + 0) + j| C|e" sin(wgt + 6)
seklinde yeniden diizenlenebilir. Bu iliskiden asagidaki gozlemler yapilabilir.
Karmasik iistel isaretin genligi |Cle™ dir.
r = 0 ise, karmasik iistelin gercel ve sanal kisimlari siniizoidaldir.
r > 0 ise, gercel ve sanal kisimlar artan iistel isaret, aksi halde azalan iistel isaret
ile carpilir. Azalan {istel isaret ile carpilan siniizoidal isaretlere SONUMLU

siniizoidal denir. Soniimlii sinlizoidal isarctlerle RLC devrelerinde ve mekanik
sistemlerde karsilasilir. Bu tiir sistemler, zamanla azalan salinimli enerji iiretir.



Stirekli-zaman tistel ve sintlizoidal isaretler

\/\/\/\V/\\/\/\/ t

(a) Artan siniizoidal igaret X(t) = Ce" cos(oyt + 0), r > 0.
(b) Azalan siniizoidal isaret X(t) = Ce™ cos(w,t + 0), r <O0.
Sekillerde kesikli egriler |C|e" fonksiyonlarina karsilik gelmektedir.




Ayrik-zaman iistel ve siniizoidal isaretler

» Ayrik-zaman karmasik tstel isaretin genel ifadesi, C ve a karmasik sayilar olmak
tzere X[n] = Ca™dir. o = eP olmak lizere, tstel isaret X[n] = CeP" seklinde de
yazilabilir. C ve o’nin aldig1 degerlere gore isaretin sekli degisir.

* Cve a gergel ise, asagidaki durumlar miimkiindiir:

la| > 1 ise, isaretin genligi n arttik¢a iistel olarak artar.

la| < 1 ise, isaretin genligi n arttik¢a iistel olarak azalir.

a pozitif ise, isaretin tim degerleri ayni isarete (hepsi pozitif veya negaif) sahiptir.
a negatif ise, Xx[n]’nin isareti érnekten 6rnege degisir.

a = 1 ise, x[n] sabittir (x[n] = C).

a = -1 ise, x[n] dontisiimlii olarak C ve —C degerlerini alir.

» Ayrik-zaman gergel listel isaret dogum oranina bagli olarak niifus artis1 ve zamana
(glin, ay, yi1l vb) bagli olarak yatirim sonucunda elde edilen kar gibi olaylari
modellemede kullanilir.



Ayrik-zaman iistel ve siniizoidal isaretler

seeeee?? tLLLUU_U_[]_LH”JJJ ‘ l b -
Ayrik-zaman gergel iistel isaret x[n] = Ca"

’ Hmmﬂﬂgjnn trreeaas Eg)) 8 : (]); < 1.

(c) -1<a<0.
(d) a<-1
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Ayrik-zaman iistel ve siniizoidal isaretler

Siirekli durumda oldugu gibi, karmasik {iistel isaretle yakindan iligkili bir isaret
x[n] = Acos(w,n+¢) seklinde tanimlanan sintizoidal igarettir.

n boyutsuz ise, ¢ ve ®,’1n birimleri radyandir.

Euler iligkisi kullanilarak ayrik-zaman karmasik {iistel ve siniizoidal isaretler
birbirleri cinsinden yazilabilir:

eja)on = COS(a)On) + jsin(a)on)
Acos(mgh + @) = ge”’ej“’o” n ge—me—j%n

Ayrik-zaman karmasik iistel ve siniizoidal isaretlerin, siirekli durumda oldugu gibi
gii¢ isaretleri oldugunu gostermek zor degildir.



Ayrik-zaman iistel ve siniizoidal isaretler
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Ayrik-zaman iistel ve siniizoidal isaretler

« C ve o icin kutupsal koordinatlarda C = |Clei®, « =|a]e’® yazilip Ca" ifadesinde
yerine konulursa ayrik-zaman karmasik iistel isaret asagidaki gibi yazilabilir:

Ca" =|C|e|" cos(myn+0) + j|C|c|" sin(wn+6)

* |o| = 1 ise, karmasik {istel isaretin gercel ve sanal kisimlar1 siniizoidaldir. |a| < 1 ise,
sinlizoidal isaretler azalan bir {istel isaretle, aksi halde ise artan bir iistel isaretle
carpilmaktadir.

(b)



Ayrik-zaman iistel ve siniizoidal isaretler

* Sirekli-zaman ve ayrik-zaman isaretler arasinda nemli farklar vardir. Birinci fark
olarak, asagida gosterildigi gibi e'®", 2z ile periyodiktir:

ej(a)0+2;r)n _ ej27zneja)0n _ eja)on

» Sirekli durumda g’ farkli degerleri igin e!“' farkli isaretler olmasina karsin,
ayrik-durumda e'"  isaretinde m, yerine w,+ 2m, wy+ 4m, wy+ 6m... yazildiginda
ayni sonu¢ elde edilmektedir. Bu yiizden, ayrik-zaman karmasik iistel isaretleri 2n
uzunlugundaki bir frekans araliginda incelemek yeterlidir. Genelde 0 < ®, < 2n
veya -t < m, < 7 segilir.

¢ || arttikga €' isaretinin temel freakansi artiyordu. Ayrik durumda bu gegerli
degildir. ®,, 0’dan n’ye dogru artarken e!®" isaretinin birim zamandaki salinim
sayis1 artarken m’den 0’a dogru artarken salinim sayisi azalir. O halde, ayrik-zaman
karmagik ustel 1saret, ®y’in 0 veya n’nin ¢ift katlarina yakin degerleri i¢in distik
frekansli, 7’nin tek katlarina yakin degerleri iginse yiiksek frekanslidir.



Ayrik-zaman iistel ve siniizoidal isaretler
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Ayrik-zaman iistel ve siniizoidal isaretler

o ™" jsaretinin periyodik olmast igin €'*™™ =e!*" veya €N =1 esitligini
saglayan pozitif bir tamsay1 N bulunabilmeliydi. Karmasik iistel isaretin 1 degerini
almasi i¢in s 2n’nin kati olmalidir. O halde, m bir tamsayr olmak {izere
periyodiklik sarti olarak m,/2n’nin rasyonel bir say1 omasi gerektigini belirten

@,N =272m = Do _M
27 N
yazilabilir (ikinci fark: siirekli isaret o,’ 1 herhangi bir degeri i¢in periyodikti!). Bu
kosul, ayrik-zaman siniizoidal isaretler i¢in de gecerlidir.

* Ayrik-zaman karmasik Ustel isaretin temel periyodu N ise, temel frekansi 2z/N’dir.
O halde, e!®" isaretinin temel frekansi
2T _ D

N m
olacaktir.



Ayrik-zaman iistel ve siniizoidal isaretler

e ja)ot e ja)on
o, 1n farkli degerleri i¢in farkli isaretler 27 ile periyodik
®, 1n herhangi bir degeri igin periyodik N > 0 ve m tamsayilari i¢in my= 2ztm/N ise periyodik
Temel frekans: o, Temel frekans: wy/ m
Temel periyod: Temel periyod:
©,=0 ise tanimsizdir ©,=0 ise tanimsizdir
o7 0 ise 2n/ o, o7 0 ise m(2n/ ®,)

« Son olarak, harmonik iligkili bir ayrik-zaman karmasik tstel kiimesi, ortak bir
periyod N’ye sahip periyodik iistel isaretler kiimesidir:

g [n]=e N k=0,1..,N-1

 Siirekli durumdan farkli olarak, periyodiklikten otiirii kiimede N adet isaret
olduguna dikkat ediniz (siirekli durumda kiimede sonsuz isaret vardi!).



Ayrik-zaman impuls ve birim basamak dizileri

TANIM: Ayrik-zaman IMPULS dizisi §[n] asagidaki esitlikle tanimlanur:

0, n#0
o[n] =
1 n=0

d[n]

:
Dizinin grafik gosterilimi: ——._H_._“«_LWH__

0 n

TANIM: Ayrik-zaman BIRIM BASAMAK dizisi u[n] asagidaki esitlikle tanimlanur:

0, n<O
u[n] =
1 n=0

u[n]

Dizinin grafik gosterilimi: WWI [ I ] l ] ]




Ayrik-zaman impuls ve birim basamak dizileri

 Ayrik-zaman impuls ve birim basamak dizileri arasinda asagidaki iligkiler vardir:
o[n]=u[n]-u[n-1]
ufn]= > 8[m] (L gosterilim )

uin]=Y 6In—k] (2. gosterilim )

k=0

« Toplama islemlerinin pozitif ve negatif n degerleri ¢in hesaplanmasi asagida
gosterilmistir:

toplama aralig1 toplama aralig1
R 8in K] =SS
| | —H—.-.»I—Q—H—Q—i—fQ.- -
1 n 0 k
n 0 m (@
(@
toplama arali§1 toplama aralig1
el i i : i Bk |
0 r‘1 m Y n K
(b) (b)

1. gbsterilim, a) n <0, b) n> 0. 2. gosterilim, a) n<0,b)n>0



Ayrik-zaman impuls ve birim basamak dizileri

* Ayrik-zaman impuls dizisi, bir isareti n = 0 anindaki degerini degerini 6rneklemede
kullanilabilir:

X[n] o[n] = x[0] d[n]

« Daha genel ifadeyle, n = n, anindaki bir impuls isaretin n, anindaki degerini
orneklemde kullanilabilir:

x[n] 8[n - ng ] = x[ng] 8[n- n]

» Impuls dizisinin 6rnekleme 6zelligi, dogrusal ve zamanla degismeyen sistemlerin
analizi ile siirekli-zaman isaretlerin ayriklastirildigi 6rnekleme konularinda sikca
kullanilacaktir.



Strekli-zaman impuls ve birim basamak fonksiyonlari

TANIM: Siirekli-zaman birim basamak fonkiyonu u(t) asagidaki esitlikle tanimlanur:

0, t<O0
u(t) =
®) {1, t>0

u(t)

Fonksiyonun grafik gosterilimi: :

TANIM: Siirekli-zaman impuls fonksiyonu ¢ (t) asagidaki esitlikle tanimlanur:

du(t)
S(t) = —~
(t) ot
Not: u(t), t = 0 aninda siirekli olmayip tiirevi hesaplanamayacagindan ¢ (t)’nin tanimi
aslinda gecerli degildir. Ancak, limit durumda birim basamak fonksiyonuna esit olan

yumusak gecisli isaretler kullanilirsa tanim gegerli olacaktir.



Strekli-zaman impuls ve birim basamak fonksiyonlari

* Asagida, A — 0 limit durumunda u(t)’ye esit olan, tirevi tim noktalarda
hesaplanabilir bir fonksiyon u,(t) ve fonksiyonun tiirevi ,(t) verilmistir.

ua(t) Oa(t)

il
] A
I

(o] aS t 0 A t

* 0,(t), A’nin degerinden bagimsiz olarak altindaki alan 1 olan kisa siireli bir
darbedir. A, 0’a yaklastik¢a J,(t) darlasip diklesecek ancak altinda kalan alan hep
1 olackatir. A — 0 limit durumunda darbenin siiresi sifir, yiiksekligi sonsuz
olacaktir. Bu durum grafiksel olarak soyle gosterilir:

3(t)
e sy QUL
0=l 2,0 =m0 ‘

0 t



Stirekli-zaman impuls ve birim basamak fonksiyonlari

* Genel olarak, altindaki alan k olan o&l¢eklenmis impuls fonksiyonu k&t) ile
gosterilir ve grafik gosterilimde okun yanina 1 yerine Kk yazilir.

« &t), u(t)’nin tiirevi oldugundan, u(t) &t)nin integralidir. Integral esdeger iki
sekilde yazilabilir:
u(t) = [wé(r)dr (1. gosterilim )

u(t) = f S(t-r)dz (2. gosterilim )

« Integrallerin pozitif ve negatif t degerleri igin hesaplanmasi asagida gdsterilmistir:
teaz) e

- ——————

{m)

integral aralig1

1. gosterilim, a) t <0, b) t> 0. 2. gosterilim, a) t <0, b) t> 0.



Strekli-zaman impuls ve birim basamak fonksiyonlari

« Siirekli-zaman impuls fonksiyonunun da érnekleme 6zelligi vardir. Asagida, keyfi

bir x(t) icin, X,(t) = X(t)5,(t) carpimi ve carpimin sifirdan farkli oldugu kismin
biiyiiltiilmiis hali gésterilmistir.

Ba(t)

xObF—

Yeterince kiigiik A i¢in 0 <t < A araliginda Xx(t) yaklasik olarak sabit oldugundan
X(t)o,(t) = x(0)o,(t) yazilabilir. A — 0 limit durumunda o6,(t), ot)’ye esit
oldugundan impulsun 6rnekleme 6zelligi x(t) Xt) = x(0) Xt) elde edilir.

» Benzer adimlar kullanarak, t = 0 yerine t = t, anindaki bir impuls i¢in érnekleme
ozelligi x(t) At - ty) = X(ty) At - ty) seklinde olur.



Strekli-zaman impuls ve birim basamak fonksiyonlari

* Gergek bir fiziksel sistem, eylemsizlige sahiptir ve uygulanan girislere aniden yanat
veremez. Dolayisiyla, sistemin yanitt uygulanan darbenin siiresi veya seklinden
ziyade darbenin altindaki alandan (darbenin toplam etkisinden) etkilenecektir.

* Hizli davranis gosteren sistemler icin darbenin siiresi, yanit darbenin sekli veya
stiresinden etkilenmeyecek sekilde kiigiik olmalidir. Herhangi bir gercek fiziksel
sistem icin siiresi yeterince kiiciik bir darbe bulabiliriz. Impuls fonksiyonu, bu
kavramin ideallestirilmisidir (herhangi bir sistem i¢in yeterince kiiciik stireli darbet).

 Impuls ve iliskli fonksiyonlara TEKIL veya GENELLESTIRILMIS fonksiyonlar
denilmektedir. Daha fazla bilgi asagidaki kaynaklardan edinilebilir:

A. H. Zemanian, Distribution theory and transform analysis, NY, McGraw-Hill, 1965.
R. F. Hoskins, Generalised functions, NY, Halsted Press, 1979.
M. J. Lighthill, Fourier analysis and generalized functions, NY, Cambridge University Press, 1958.



Strekli-zaman impuls ve birim basamak fonksiyonlari

* Siireksizlik igeren siirekli-zaman isaretlerinin tiirevi impuls fonksiyonu kullanilarak
hesaplanabilir.  Siireksizlik noktalarindaki tiirev impuls fonksiyonu olusturur ve
Impulsun genligini siireksizlik noktasindaki sigrama miktar1 belirler. Asagida bir
ornek verilmistir.

Tiirev dogru ise, b)’deki isaretin integrali T e :
a)’daki isareti vermelidir. c¢)’de herhangi
bir t degeri icin integral aralig1

gosterilmistir. Integral isleminin sonucu "I I

t <Oise O .| |

1< t<2ise 2,

2< t<4ise -1 integral aralig:
t >4ise 1 I I

| A (c)
olup gercekten de a)’daki isaret elde edilir. - |



Siirekli-zaman ve ayrik-zaman sistemler

SISTEM, girisine uygulanan bir isareti ¢ikisinda baska bir isarete doniistiiren bir
stire¢ olarak degerlendirilebilir.

Siuirekli-zaman sistemlerde giris ve c¢ikis isaretleri siirekliyken; ayrik-zaman
sistemlerde ayriktir. Sistemler grafiksel olarak asagidaki sekilde gosterilir:

X(t) — Surekli-zaman sistem |—— Y(t) X[N]— Avyrik-zaman sistem —— y[n]

X(t) — y(1) X[n] —y[n]

Bir isaret, baska bir isaret haline doniistiiriilmek istendiginde bir siirekli-zaman
sistemi tasarlanabilir (analog ¢6ziim). Ancak, isaret 6rneklenip ayrik-zaman haline
getirildikten sonra ayn1 islem bir ayrik-zaman sistem tasarlanarak da yapilabilir
(sayisal c¢coziim). Sayisal ¢oziimde elde edilen sonugun tekrar siirekli hale
getirilmesi gerektigine dikkat ediniz.

Sayisal ¢Oziimiin analog ¢oziime gore Ustiinliikleri olduk¢a fazladir. Bu konu
SAYISAL ISARET ISLEME dersinde ele alinmaktadir.



Siirekli-zaman ve ayrik-zaman sistemler
Ornek: Bir siirekli-zaman sistemine érnek olarak, asagida verilen RC devresinde giris
isareti V(t) ile cikis isareti v (t) arasindaki iliskiyi bulalim.

Q & Dy

Ik cap
o

Ohm yasasindan, direng tlizerinden gegen akim, direng {izerindeki gerilimin direngin

degerine boliinmesiyle elde edilir:
I(t) — Vs (t) —Ve (t)
R

Kapasitenin tanimindan i(t)=C %

Bu iki esitlikten, giris ile ¢ikis arasindaki iliski asagida verilen diferansiyel denklem
olarak elde edilir:

dv,(t) , 1

1
V (1) =——=Vv.(t



Siirekli-zaman ve ayrik-zaman sistemler

Ornek: Bir ayrik-zaman sistemine drnek olarak, ay sonunda banka hesabindaki para
miktarini1 ele alalim. x[n] ay boyunca net para girisi (yatirilan-gekilen) ve y[n] ay

sonunda hesaptaki para olmak iizere, y[n]’nin asagida verilen fark denklemiyle
belirlendigini varsayalim:

y[n] = 1.01y[n-1] + x[n]
Modeldeki 1.01y[n-1] terimi, ilgili ayda % 1 oraninda faizi modellemektedir.
* Yukarida verilen basit iki 6rnek, daha karmasik sistemlere uyarlanabilir. Genelde,
giris ile c¢ikis arasindaki iliski, siirekli-zaman sistemlerde diferansiyel

denklemlerle, ayrik-zaman sistemlerde ise fark denklemleriyle vertilir.

» Bu derste, sistemleri analiz edebilmek i¢in etkili yontemler (Fourier doniisiimii,
Z-doniisiimii vb) tanitilacaktir.



Siirekli-zaman ve ayrik-zaman sistemler

* Cogu ger¢ek sistem, birka¢ alt sistemden olusmaktadir. Diger bir deyisle, basit
sistemler birlestirilerek karmasik sistemler olusturulabilir.

« Sistemleri ¢ok degisik bicimlerde birbirleriyle baglamak miimkiindiir. Ancak,
siklikla kullanilan baglama big¢imleri SERI, PARALEL ve SERi-PARALEL olup
bunlara karsilik gelen blok diyagramlar asagida verilmistir.

et r S 1 i =) |
giris —»EStem l—— sistem 2 —= cikug
] L ]

pm—————y

—s sistem 1

il ==

4Ty Lp— cikag
ey

s sistem 2 ——t

®)

r 1 | 1
_» sistem | ———s sistem 2 —"
1 | Jacdamecon ) == 1 :
o | sistem 4 = GiKi§
¥

oo

sistem 3
[—

<)




Stirekli-zaman ve ayrik-zaman sistemler

« Diger 6nemli bir smif, asagida gosterilen GERIBESLEMELI baglamadr.

giris ——-»T sistem 1 P cikis
sistem 2

« Geribesleme sistemleri birgok uygulamada kullanilmaktadir. Ornegin, sayisal olarak kontrol
edilen bir ugak sisteminde gercek ve gerekli hiz, yon ve yiikseklik arasindaki farklar gerekli
diizeltmeleri yapmak iizere geri besleme isaretleri olarak kullanilir. Elektrik devrelerinde de
geribesleme mevcuttur. Asagida bir elektrik devresi ve karsilik gelen blok diyagram
verilmistir

A

v i(t) + ) Kondansator 2
: : Q v(t) = (1_:/1 i\ (@)ar v(t)
l4 (t) l lo (t) 1 7 L
,J e <
&)Ti(t) TC 3R v(t)
i2 (t) Direng

T i (t) =V—F(:-)




Stirekli-zaman ve ayrik-zaman sistemler

Herhangi bir andaki c¢ikisi, sadece o andaki girisine bagli olan sistemlere
HAFIZASIZ, aksi halde HAFIZALI denir.

Hafizasis sistemler:

y[n] = (2x[n] —x[n])?

y(t) = R x(t)
Hafizali sistemler:
y[n]= > xk]
k=—o0

y(t) = % [ x()ds

Hafizali sistemlerde, girisi ¢ikisin hesaplandigr an disindaki zamanlarda saklayan
mekanizmalar olmalidir. Cogu fiziksel sistemde, hafiza enerjinin depolanmasi ile
dogrudan iliskilidir. Ornegin, kondansator elektriksel yiik biriktirerek enerji saklar.



Stirekli-zaman ve ayrik-zaman sistemler

Herhangi bir andaki ¢ikisi, girisin ge¢misteki veya 0 andaki degerlerine bagli olan
sistemlere NEDENSEL denir.

Nedensel sistemler:

n

yIn]= >.x[k]

k=—0o0

y(t) = % [ x()ds
Nedensel olmayan sistemler:
y[n] = x[n] - x[n+1]
y(t) = x(t+1)

Bir sistemin nedensel olup olmadig: belirlenirken giris-¢ikis arasindaki iliski tiim
anlarda incelenmelidir. Ayrica, giris-¢ikis arasindaki iliskide giristen hari¢ diger
fonkiyonlar dikkate alinmamalidir.



Stirekli-zaman ve ayrik-zaman sistemler

Siirli girisler i¢in siirh ¢ikislar olusturan sistemlere KARARLI, aksi halde
KARARSIZ denir.

Kararl: sistemler:

yinl =3, Xn-K]
y(t)=e*

Kararsiz sistemler:

yin]=2_ XK]
y(t) =tx(t)

Bir sistemin kararsiz oldugunu gostermek i¢in 1yl bir yaklasim, sonsuz bir ¢ikis
tireten sonlu bir giris bulmaktir. Ancak, bu herzaman miimkiin olmayabilir. Bu gibi
durumlarda, giris isaretinden bagimsiz olarak ¢alisan bir yontem kullanilmalidr.



Stirekli-zaman ve ayrik-zaman sistemler

 Bir sistemde, giris isaretine uygulanan bir 6teleme c¢ikis isaretinde de ayni miktarda
Stelemeye neden oluyorsa sisteme ZAMANLA DEGISMEYEN, aksi halde zamanla

degisen denir.

 Ornek: Giris-cikis iliskisi
y(t) = sin[x(t)]

ile verilen sistemi ele alalim. Giris isaretine t, kadar bir 6teleme uygulayalim, yani
X,(t) = X(t-t;) olsun. Sistemin X,(t)’ye yaniti, y,(t) = sin [X,(t)] = sin[x(t-t,)] dir.
Cikisin t; kadar otelenmisi, Yy(t-t)) = sin[x(t-t;)]’dir. Giris isaretine uygulanan
oteleme, ¢ikista da ayn1 miktarda 6telemeye sebep olup bu sistem zamanta degismeyendir

 Ornek: Giris-cikis iliskisi
y[n] = nx[n]

o o

olan sistemin zamanla degistigi, benzer islemler takip edilerek gosterilebilir.


--HAKAN--
Kalem

--HAKAN--
Daktilo
zamanla değişmeyendir

--HAKAN--
Daktilo

--HAKAN--
Daktilo

--HAKAN--
Daktilo

--HAKAN--
Daktilo

--HAKAN--
Daktilo


Stirekli-zaman ve ayrik-zaman sistemler

- Iki veya daha fazla isaretin toplamindan olusan bir girise olan yaniti, giris isaretini
olusturan bilesenlere yanitlarmin toplamina esit olan sistemlere DOGRUSAL denir.

* Dogrusalligin ~ matematiksel tanimi, siirekli-zaman sistemleri i¢in asagida
verilmistir. Tanim, ayrik-zaman durumunda da gegirlidir.

* Bir sisteme uygulanan X, (t) girislerine karsilik gelen ¢ikislar y,(t), k = 1,2,... olsun.
a,’lar katsay1 olmak iizere, sistemin

x(t) = %ak X, (t) = aXq (1) + a,%, (1) + agXs(t) + ...

girisine yaniti

y(t) = %ak Vi (1) =ary; (1) + a5y, (1) +agys(t) +...

Ise, sistem dogrusaldir.


--HAKAN--
Kalem

--HAKAN--
Daktilo
uygulanan


Stirekli-zaman ve ayrik-zaman sistemler

Ornek: Giris-¢ikis iliskisi y(t) = tx(t) olan sistemin dogrusal olup olmadigimni
belirleyelim. Sistemin, keyfi iki giris isareti x,(t) ve X,(t)’ye olan yaniti

X (1) = Y (t) =X (t)

X (t) = Y, (t) =X, (1)

olsun. a ve b katsayilar olmak iizere, X,(t) ve X,(t)’nin agirlikli toplam1 x4(t) olsun:
X3(t) = ax (t) + bx,(t)

Sistemin X,(t)’ye olan yaniti
y3(t) =tx5(t)
=t(ax (t) + bx, (1))
= atx, () + btx, (t)

= ay, (t) + by, (t)

seklinde olup sistem dogrusaldir.



Stirekli-zaman ve ayrik-zaman sistemler

Ornek: Giris-¢ikis iliskisi y(t) = x2(t) olan sistemin dogrusal olup olmadigini
belirleyelim. Sistemin, keyfi iki giris isareti x,(t) ve X,(t)’ye olan yaniti

X (t) = Y, (t) = %" (t)
X, (t) = Y, (t) = %," (t)

olsun. a ve b katsayilar olmak iizere, X,(t) ve X,(t)’nin agirlikli toplam1 x4(t) olsun:
X3(t) = ax (t) + bx,(t)
Sistemin X,(t)’ye olan yaniti
Ya(t) = X3” ()
= (% (t) + X, (1))
= a2 (1) + b?x,% (t) + 2abx, (t) X, (t)
=a%y;(t) + b2y, (t) + 2abx (t) X, (1)

olup sistem dogrusal degildir.



Stirekli-zaman ve ayrik-zaman sistemler

Ornek: Giris-¢ikis iliskisi y[n] = 2x[n]+3 olan sistemin dogrusal olmadigini gdstermek
zor degildir. Giris-¢ikis iliskisi dogrusal olmasina ragmen, sistemin dogrusal olmamasi
ilgingtir. Bu sistemin ¢ikisi, asagida gosterildigi gibi dogrusal bir sistemin c¢ikisiyla
sistemin SIFIR-GIRIS yanitina esit olan bir isaretin toplami olarak diisiiniilebilir:

Yo ()

Dogrusal
sistem

Y — yi)

Ornegimizde dogrusal sistem x[n] — 2x[n], sifir-giris yamt1 yg[n] = 3’diir. Boyle
sistemlerde, iki girise olan yanitlar arasindaki fark, girislerin farkinin dogrusal bir
fonksiyonudur:

ya[n] = yo[n]= 2% [n]+ 3 —{2x,[n] + 3} = 2{Xx[n] — X,[n]}

Bu tiir sistemlere ARTISSAL DOGRUSAL sistem denilmektedir.





